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ZADANIE 1A
W przestrzeni C([0, 1]) ( z noma̧ supremum), wykazać, że
(a) zbiór funkcji niemaleja̧cych jest domkniȩty, (2p)
(b) zbiór funkcji rosna̧cych jest w powyższym zbiorze gȩsty. (3p)

ROZWIA̧ZANIE: (a) Niech fn → f jednostajnie. Niech x < y. Wtedy, dla każdego
n mamy fn(x) ≤ fn(y). Przechodza̧c do granicy dostajemy f(x) ≤ f(y).
(b) Jeśli f jest niemaleja̧ca, to fǫ = f + ǫx jest już rosna̧ca i ‖fǫ − f‖ = ǫ.

ZADANIE 1B. Wykazać, że funkcja przypisuja̧ca cia̧gowi jego sumȩ (bez modu lów)
jest
(a) cia̧g la na ℓ1, (2p)
(b) niecia̧g la na ℓ2. (3p)

ROZWIA̧ZANIE: (a) Niech x = (xn), y = (yn) bȩda̧ elementami ℓ1. Wtedy
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|xn − yn| = ‖x− y‖1,

czyli badana funkcja jest nawet lipschitzowska ze sta la̧ 1.
(b) Niech x(n) = ( 1

n
, 1
n
, . . . 1

n
, 0, 0, . . . ), gdzie niezerowych wyrazów jest n. Te cia̧gi

zbiegaja̧ w ℓ2 do zera, a ich sumy sa̧ stale równe 1 (i nie zbiegaja̧ do zera).

ZADANIE 2A. Rozważmy zbiór V ⊂ ℓ1, V = {(xn) :
∑

n xn = 0}. Jest to
podprzestrzeń domkniȩta (tego nie trzeba uzasadniać). Wskazać jaka̧ś bazȩ topo-
logiczna̧ w podprzestrzeni V (z norma̧ odziedziczona̧ z ℓ1).

ROZWIA̧ZANIE: Definicja bazy w przestrzeni Banacha X: jest to zbiór przeliczalny
{en : n ≥ 1}, taki, że każdy element x ∈ X przedstawia siȩ jednoznacznie

jako suma szeregu
∑

∞

n=1 anen (gdzie (an) jest pewnym cia̧giem wspó lczynników
skalarnych).
W przestrzeni z zadania jest wiele baz. Na przyk lad zbiór cia̧gów {en : n ≥ 2}, gdzie
en = (−1, 0, 0, . . . , 0, 1, 0, 0, . . . ) (minus jedynka na pierwszym miejscu i jedynka na
n-tym miejscu). Jeśli x = (xn) ∈ ℓ1 to udowodnimy, że jedynym szeregiem nad ta̧
baza̧ zbieżnym w ℓ1 do x jest

∞
∑

n=2

xnen. (Uwaga, sumowanie od dwójki!)

Zbadajmy normȩ
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Z warunku na V mamy x1 = −∑∞

n=2 xn, zatem pierwszy cz lon (duży modu l) zbiega
po N do zera. Drugi sk ladnik jest ogonem szeregu zbieżnego, wiȩc też zbiega do
zera. Czyli mamy zbieżność szeregu w normie. Teraz jednoznaczność. Każdy szereg
zbieżny postaci

∞
∑

n=2

ynen

należy do V . Jeśli taki szereg równy jest naszemu elementowi x, to ponieważ
szereg ten na wspó lrzȩdnej n ≥ 2 przyjmuje wartość yn, to musi być yn = xn

dla wszystkich n ≥ 2. Ale pierwsza wspó lrzȩdna jest wyznaczona przez pozosta le
(z warunku na V jako minus suma pozosta lych), wiȩc dwa elementy V równe na
wspó lrzȩdnych n ≥ 2 sa̧ sobie równe.

ZADANIE 2B.
Wykaż, że każda funkcja f ∈ C1([0, 1]) (posiadaja̧ca cia̧g la̧ pochodna̧), jest różnica̧
dwóch funkcji rosna̧cych.

ROZWIA̧ZANIE: Norma̧ w przestrzeni C1([0, 1]) jest ‖f‖1 = ‖f‖sup + ‖f ′‖sup.
Pochodna jest cia̧g la na zbiorze zwartym, wiȩc jest ograniczona, np. niech jej modu l
nie przekracza M > 0. Możemy napisać

f =
(M + ǫ)x + f

2
− (M + ǫ)x− f

2
.

Obliczaja̧c pochodne obu tych funkcji widzimy, że sa̧ one dodatnie (co najmniej ǫ),
czyli że obie funkcje sa̧ rosna̧ce.

ZADANIE 3A.
Napisać nierówność Höldera (z za lożeniami).

ROZWIA̧ZANIE: Dla dowolnych cia̧gów liczb nieujemnych (an) i (bn) i dowolnej
pary liczb p > 1, q > 1, takich że 1

p
+ 1

q
= 1, mamy
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xnyn ≤ ‖(xn)‖p · ‖(yn)‖q,
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p
n)

1

p (i podobnie ‖(yn)‖q).
Dla dowolnych funkcji nieujemnych f i g na przestrzeni miarowej z miara̧ µ, i
dowolnej pary liczb p, q, jak wyżej, mamy

∫

f(x)g(x) dµ ≤ ‖f‖p · ‖g‖q,

gdzie ‖f‖p =
(∫

(f(x))p dµ
)

1

p (i podobnie ‖g‖q).

ZADANIE 3B.
Napisać nierówność Minkowskiego (z za lożeniami).



ROZWIA̧ZANIE: Niech (xn) i (yn) należa̧ do ℓp, gdzie p > 1. Wtedy

‖(xn + yn)‖p ≤ ‖(xn)‖p + ‖(yn)‖p,

gdzie ‖(xn)‖p = (
∑

∞

n=1 x
p
n)

1

p (i podobnie dla (yn)).
Niech f i g należa̧ do Lp(µ) (gdzie µ to miara na pewnej przestrzeni miarowej, a
p > 1). Wtedy

‖f + g‖p ≤ ‖f‖p + ‖g‖p,

gdzie ‖f‖p =
(∫

(f(x))p dµ
)

1

p (i podobnie dla g).

ZADANIE 4A.
W przestrzeni Hilberta L2([0, 1]) znajdź rzut ortogonalny funkcji g(x) = x2 na
podprzestrzeń funkcji liniowych (postaci f(x) = ax + b).

ROZWIA̧ZANIE: W przestrzeni Hilberta H rzutem ortogonalnym punktu x na
podprzestrzeń domkniȩta̧ W jest taki punkt xW ∈ W , że x− xW⊥W .
W zadaniu musi być x2 − ax− b⊥1 oraz x2 − ax− b⊥x, czyli

∫ 1

0

x2 − ax− b dx = 0 oraz

∫ 1

0

x3 − ax2 − bx dx = 0,

co daje uk lad równań:
{ a

2 + b = 1
3

a
3 + b

2 = 1
4 ,

który po rozwia̧zaniu daje a = 1, b = − 1
6 . Czyli szukanym rzutem jest f(x) = x− 1

6 .

ZADANIE 4B.
W przestrzeni Hilberta L2([0, 1]) znajdź bazȩ ortonormalna̧ podprzestrzeni funkcji
liniowych (postaci f(x) = ax + b).

ROZWIA̧ZANIE: Baza̧ ortonormalna̧ w ośrodkowej przestrzeni Hilberta H jest
uk lad wektorów {en : n ≥ 1}, unormowanych i parami ortogonalnych, który jest
baza̧ topologiczna̧ (do tego wystarczy że jest on liniowo gȩsty).
Baza̧ (nie ortonormalna̧) w zadaniu jest {p0, p1}, gdzie p0(x) = 1, p1(x) = x.
Funkcja p0 jest już unormowana. Trzeba zortonormalizować p1, czyli znależć funkcjȩ
liniowa̧ ax+b ortogonalna̧ do 1 i potem ja̧ unormować. Przed unormowaniem można
przyja̧ć a = 1. Wtedy ma być

∫ 1

0

x + b dx = 0,

co prowadzi do b = − 1
2 . Czyli pozosta lo unormować funkcjȩ x − 1
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Zatem po unormowaniu, drugim elementem bazy jest funkcja q1(x) = 2
√

3x−
√

3.

ZADANIE 5A.
Rozważmy zespolona̧ przestrzeń Hilberta L2(T), gdzie T = {z ∈ C : |z| = 1},
z baza̧ B = {en : n ∈ Z}, en(z) = zn. Niech (an)∞n=−∞

bȩdzie cia̧giem wspó l-
czynników Fouriera funkcji f . Jaki bȩdzie cia̧g wspó lczynników Fouriera funkcji
g(z) = zf(z)?

ROZWIA̧ZANIE: Cia̧giem wspó lczynników Fouriera elementu x ośrodkowej przes-
trzeni Hilberta H wyposażonej w bazȩ ortonormalna̧ {en : n ≥ 1} (lub {en :
n ∈ Z}) jest cia̧g an(x) = 〈x, en〉 (n przebiega albo zbiór liczb naturalnych albo
ca lkowitych – to zależy tylko od tego jak ponumerujemy bazȩ, która jest po prostu
zbiorem przeliczalnym). Wtedy x =

∑

∞

n=1 an(x)en (lub x =
∑

∞

n=−∞
an(x)en) jest

rozwiniȩciem x w tej bazie.
W zadaniu, cia̧giem dla zf(z) bȩdzie cia̧g ,,przesuniȩty” (bn)∞n=−∞

, gdzie bn = an−1,
bo bn = 〈zf, zn〉 =

∫

zf(z) · z−n dλ =
∫

f(z) · z−n+1 dλ = 〈f, zn−1〉 = an−1.

ZADANIE 5B.
Niech H oznacza zespolona̧ przestrzeń Hilberta L2(µ), gdzie (X,µ) jest dowolna̧
przestrzenia̧ miarowa̧. Udowodnij, że iloczyn dwóch funkcji z H należy do L1(µ).

ROZWIA̧ZANIE: Przestrzenia̧ Hilberta nazywamy przestrzeń liniowa̧ wyposażona̧
w iloczyn skalarny (a wiȩc unitarna̧), która w normie (a ścíslej w metryce) zadanej
przez ten iloczyn jest zupe lna.
Uwaga! W zadaniu s lowo ,,iloczyn” oznacza zwyk ly iloczyn funkcji fg (a nie ich
iloczyn skalarny, który jest pojedyncza̧ liczba̧, wiȩc jego należenie do L1(µ) nie
mia loby sensu). Jeśli f i g sa̧ z H, to również |f | i |g| sa̧. Zatem istnieje (i

jest skończony) ich iloczyn skalarny
∫

|f ||g|dµ, ale to jest to samo co
∫

|fg| dµ.
Skończoność tego wyrażenia, to w laśnie należenie fg do L1(µ).

Inny sposób: skorzystać z nierówności Schwartza

∫

|fg| dµ ≤
(
∫

|f |2 dµ
)

1

2

·
(
∫

|g|2 dµ
)

1

2

= ‖f‖2 · ‖g‖2 < ∞.
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